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Los sistemas basicos

En este curso estudiaremos los sistemas numéricos dados por los
nimeros naturales N, los enteros Z (der Zahl, de nimero en
alemadn), los racionales Q, los reales Ry los complejos C. y sus
propiedades bdésicas.

N={0,1,2,3,4,...}, 7 ={0,41,42,43,...},
Q:{gzaEZ,bGN,b#O}, R:{xz lim an:anEQ}
b n——+oo

C={z+iy:z,y e R}.
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Operaciones binarias

Una operacién binaria sobre un conjunto A # () es una aplicacién
x: Ax A— A. Es usual emplear la notacién

*(a,b) = axb.

Para mostrar que una operacién binaria estd bien definida se debe
comprobar que a *b € A, para todo a,b € A.

La pareja (A, *) se conoce como una estructura algebraica.

. , . . . 2
Si |A| = n, el nimero de operaciones binarias es [A4*4| = n™"
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Ejemplos

» La suma y producto usuales
+:N—-N-— N, -:NxN-—=N

son operaciones binarias. Lo mismo es valido para Z y Z/mZ.
También para Q,R y C. Uno de los objetivos del curso es
construir estas operaciones binarias.

P La resta a — b para nimeros naturales no es una operacién
binaria porque su resultado no siempre es un natural.
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Ejemplos (reticulos)

En N,Z,Q,R (al tener un orden total) se puede definir
a A'b = min(a,b), a Vb = max(a,b)
que son operaciones binarias. Note que ellas satisfacen las reglas
aV(aAb)=a, aN(aVb)=a,

aNa=aVa=a.
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Ejemplos (conjuntos)

Si X # () es un conjunto y P(X) es el conjunto de sus partes,
entonces la unién e interseccién

U:P(X) x P(X) = P(X), N:P(X)xPX) = PX)

son operaciones binarias. También lo es la diferencia y la diferencia
simétrica

A\B=AN(X\B), AAB=(A\B)U(B\A).
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Ejemplos (dlgebra lineal)

» (Vectores) En R™ la operacién de suma por componentes es
una operacién binaria

(@1, 2n) + (Y1, Un) = (X1 F YL, - T+ Yn)-

» (Matrices) El conjunto de matrices R™*"™ (con entradas reales
de n filas y m columnas) se puede dotar de suma: Si
A= (aij),B = (bij), entonces A+ B = (aij + bz]) Si
n = m, también podemos multiplicarlas por la regla

n
A - B = (Cij)a Cij = Zaikbkj.
k=1
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Propiedades generales

Una operacién binaria es:
» (Asociativa) Si a* (b*c) = (a*b) x ¢, para todo a,b,c € A.

» (Conmutativa) Si a b = b* a, para todo a,b € A.
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Neutro e inversos

» (Elemento neutro) Si e € A es tal que exa =a = axe, para
todo a € A, e se llama elemento neutro para la operacidn .
En este caso * se dice modulativa.

» Si (A, x*) tiene elemento neutro, este es tnico. En efecto, si

e, e’ son neutros entonces e = e x ¢/ = €.

» Si (A, ) tiene elemento neutro e, se dice que a es invertible si
existe a’ € Atalqueaxa =e=d *a.

» Si a es invertible y la operacién es asociativa, su inverso es
nico. En efecto, si a’,a” son inversos de a, entonces

a=dxe=dx(axd")=(d*a)xd" =exd" =d".
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Ejemplos

En N,Z,Z/mZ,Q,R,C la suma y multiplicacién es asociativa,
conmutativa y tiene elementos neutros 0 y 1 respectivamente.
En N, 0 es el Unico con inverso para la suma. En Z todos
tienen inversos aditivos, pero solo +1 tienen inverso para la
multiplicacién. En Q, R, C todo elemento x # 0 tiene inverso
para la multiplicacién.

(R™, +), (R™*™ 4) son asociativos y conmutativos, mientras
que la matriz nula (todas sus entradas son cero) es el
elemento neutro.

(R™*™ .) es asociativo, pero no conmutativo. La matriz

10 ... 0
01 ... 0

identidad I, = (0;5) = es el elemento neutro.
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Operaciones en tablas

» Si (A, x*) estd representado en una tabla, la operacién es
conmutativa si la tabla es simétrica respecto a la diagonal.
En el ejemplo anterior las conmutativas son la
1,2,7,8,9,10,15, 16.

P La operacién 7 es asociativa, conmutativa, el 0 es el neutro y
todo elemento tiene inverso.

P Si existe e € A neutro, su efecto en la tabla es dejar su fila y
columna correspondiente iguales. En el ejemplo, 2, 7, 8, 10
tienen neutro.



