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Identidad de Bezout

Sean a,b € Z no ambos nulos. El mdximo comiin divisor de a y b
es el menor entero positivo que puede escribirse como combinacidon
lineal de a y b:

ged(a,b) = min{n € N* :n = ax + by, z,y € Z}.

Ejemplo: ged(7,11) =1y 7(—3) 4+ 11(2) = 1.
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Ejemplos

» Sid = axgy+ byy, entonces también

d = a(zo + kb) + b(yo — ka), k€ Z.

Por tanto, la solucién no es unica.

» Tener una combinacién lineal de a y b no garantiza que esa
combinacién sea el maximo comun divisor. Por ejemplo
4 =3(6)+ (—=7)(2), pero ged(6,2) # 4, este valor es 2.

Proposicién
ged(a,b) = 1 siy solo si existen s,t € Z con as + bt = 1.



S. Carrillo — Identidad de Bezout. LCM. Lema de Euclides

Caracterizacién del Maximo comun divisor

Proposicion
d = ged(a,b) siy solo si

(1)d >0, (2) d|a,d|b, (3) fla, f|b entonces f|d.

Esto significa que para encontrar el ged(a, b) usando el diagrama
de Hasse de divisibilidad buscamos la maxima cota inferior de a y b.

gcd(12,18) =6
@ .e
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Para expresar el gcd como una combinacién lineal basta con
deshacer los pasos en el algoritmo de Euclides:

252 =198 -1+54, 18 =54+ (—1)-36

198 =54 -3 + 36, =54+ (—1)- (198 + (—3) - 54)
54 =136-1+18, =(—1)-198 +4-54
36 =18-2+0. =(—1)-198 +4- (252 + (—1) - 198)

—4-252 + (—5) - 198.
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Algunas propiedades del gcd

» Sid=gcd(a,b), entonces ged(a/d,b/d) = 1.

» (Euclides) Si albc y ged(a, b) = 1, entonces alc.

» Siale,blcy ged(a,b) =1, entonces (ab)|c.
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Algunas propiedades sobre primos

» Sipes primoy d|p, entonces d =1 6 p.

» (Lema de Euclides) Si p es primo y p|ab, entonces pla é plb.
Mas generalmente, si p|(ajaz - - - ay,), entonces pla;, para
algin j=1,...,n

> Sip.p1,...,pn son primosy p|(pip2 - - pn), entonces p = pj,
para algin 7.

» Siged(a,b1) =1y ged(a,be) =1, ntonces ged(a, bibe) = 1.
Mas generalmente, si gcd(a,bj) =1, paraj=1,...,n,
entonces ged(a, biby - - - by) = 1.
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Minimo comtn mdiltiplo

Definicién
Sean a,b € Z. El menor entero m > 0 tal que a|m y b|m se
conoce como el minimo comin muiltiplo (least common multiple)

entre a y b. Escribiremos

lcm(a, b) o mcm(a, b).

En otras palabras

lem(a,b) = min{k € N : a|k y b|k}.
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Lcm a partir de la factorizacion

Sia=p{'ps®---plryb= p?lpSQ ... pbr, entonces

ay, a2

max{ar,br}

..pT .

max{a1,b1} max{az,ba}
Y2 :

|Cm(CL7 b) =Dy

Ejemplo
120=2%3.3-5 y 500 = 22 .53, entonces

lem(120,500) = 23 - 3. 53 = 3000.
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Minimo comtn mdiltiplo

Proposicion

m = lem(a, b) si y solo si

(1)m >0, (2) alm, blm, (3) a|n, b|n entonces m|n.

En términos de congruencias, si a = b(mod m1) y a = b(mod my),
entonces a = b(mod lecm(my, m2)).

Si ged(mq,mga) = 1, entonces a = b(mod myms).
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Ejercicio: Relacién entre gcd y Iem

Para todo a,b € NT, se satisface que

a-b=ged(a,b)-lem(a,bd).
Indicacién: Comprobar primero la relacién

min{z, y} + max{x,y} = x + y.



