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Propiedad arquimediana en QQ

Teorema (Propiedad arquimediana)

Siz >0 ey € Q son racionales, existe n € Nt tal que nx > .
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Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero racional a se define como

la| =a, sia>0 la| = —a, si a < 0.

En otras palabras, |a| := max{a, —a}. Note que |+ a|=|a|y
+a < |a|. Se sigue si b > 0,

|z] <b siysolosi —b<xz<b.

En particular,

z+y| < |+ Jyl.
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Distancia

Dados z,y € QQ se define su distancia natural como

d:QxQ—=Q,  d(z,y) =z -yl

Ella satisface las siguientes propiedades:

» (Positividad) d(z,y) > 0, para todo z,y € Q y d(z,y) = 0 si
y solosiz =y.

» (Simetria) d(z,y) = d(y, ), para todo z,y € Q.

» (Desigualdad triangular) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y), para todo
T,Y,z € Q
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Sucesiones

Una sucesién con valores en un conjunto X es una aplicacién
f:N—= X, n— f(n)=ap.

Por ejemplo, las siguientes son sucesiones con valores en Q:

1 n+1 (4)”
an = —, b, = ) Cn = | ¢ .

n n 5
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Los agujeros de QQ

En Q existen conjuntos acotados superiormente que no tienen
supremo.

> A={1,14,141,1414,1.4142,...}.

> B ={3,3.1,3.14,3.141, 3.1415, 3.14159, ... }.

» a, =[1;1,...,1] € Q (n 1s consecutivos).

» E = {a,:n€NT}donde a, = (1+ 1)". Note que

_ _ 117649 _
> a; =2, > ag = 46656
> ay =2 =225 2.5216263717,
1 o > _ 2097152 _
> g5 = %1 = 2.370, ar 24 2?423543 =
> a; = 825 = 2.44140625, > 2'5: Coiorr _
> 8 16777216

_ 776
a5 = 3195 — 2.48832, 2.5657845139,
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Convergencia

Definicién

Decimos que la sucesién {a, }nen € Q converge a x € Q si para
cada racional € > 0, existe N = N(e) € N (el cual sélo depende de
€) tal que

d(zp,x) <€, para todo n > N. (1)

Emplearemos la notacién lim =z, = x.
n—+00
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Ejemplos de expansiones decimales

> a, = L converge a 0.

n

an = 0,16...6 (n 6's) converge a %.

v

» ;Qué sucede en el caso de aproximaciones decimales que no
son periddicas?
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Cotas superiores e inferiores

Definicion
Sea (X, <) un conjunto ordenado y ) # A C X. A estd acotado
superiormente si existe xg € X tal que

a < xg, para todo a € A.

Aqui zo es una cota superior de A. Si xy € A decimos que x es
el maximo de A.

Al intercambiar < por >, z es una cota inferior de Ay A se dice
acotado inferiormente. Si xg € A, este se llama el minimo de A.
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Supremo e infimo

Sea (X, <) un conjunto ordenado y A C X acotado superiormente.
Si el conjunto de cotas superiores de A tiene un minimo o € X,
este se llama el supremo de A y lo denotaremos por

o = sup A.

De la misma manera, si el conjunto A es acotado inferiormente y
su conjunto de cotas inferiores tiene maximo (3 € X, este se
conoce como el infimo de Ay se denota por 8 = inf A.
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Ejemplos

>

>

El conjunto N no es acotado superiormente porque dado
n €N, entoncesn+1cNyn<n+ 1.

El conjunto £ ={1/n € Q:n €N} en Q es acotado
superiormente y sup ¥ = 1. Por otra parte, es acotado
inferiormente por 0. Ademds, si a/b € Q con a,b € N,y
tomamos N € N con b/a < N, entonces 0 < 1/N < a/by
por tanto ningun racional positivo es cota inferior de E/. En
conclusién, inf £ = 0.
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Axioma del Supremo

Si existe o = sup A este satisface que:

1. a < «, para todo a € A.

2. Sib<supA, existe a € A tal que b < a < sup A. De lo
contrario, b seria una cota superior de A menor que su
supremo.

Definicién (Axioma del supremo)

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Si todo subconjunto

() # A C X que es acotado superiormente posee supremo en X,
decimos que (X, <) tiene la propiedad del supremo o que satisface
el axioma de completitud.
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Presentacion axiomatica de R

Teorema
Existe un dnico cuerpo ordenado y completo (R, +, -, <).

Note que R = QU (R\ Q). Los niimeros reales que no son
racionales se denominan irracionales.

El axioma del supremo garantiza que valores como
V2 = sup{1,1.4,1.41,1.414,1.4142,1.41421,1.414213, ... },

existan en R.
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Propiedad arquimediana en R

Teorema (Propiedad arquimediana)

Siz>0ey R, existen € NT tal que nz > y.

Prueba.
Veamos que
A={mzxeR:meN}

no es acotado superiormente y asi  no seria cota superior de A.
Si A es acotado superiormente, por el axioma del supremo existe
a=supA € R. Como z > 0, entonces o« — x < «. Asi existe

mzx € A tal que @« —x < mx < a. Luego a < (m + 1)z, pero
(m+ 1)z € A, contradiciendo que « era dicho supremo. En
conclusién, A no puede ser acotado superiormente. ]
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Densidad de Q en R

El axioma del supremo también implica la existencia de la funcién
parte entera |-| : R — Z.

Teorema
Sean x,y € R con x < y. Entonces existe ¢ € Q tal que

r<q<y.

Prueba.
Como y — = > 0, por la propiedad arquimediana existe n € N* con
(y —x)n > 1. Asi

nr <nx+1<ny.

Sean m = |nx + 1] € Z 'y ¢ = m/n. Entonces ¢ satisface las
desigualdades requeridas. O
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El principio de intervalos encajados

Teorema

Para cada n € N considere un intervalo I, = [an,b,] C R con
an < by. Suponga que I, C I,, para todo n € N. Entonces

() 1. #0.

neN

Por hipdtesis
ap<ap <ax < <ap < appl <bpgr Kby <o <bp < by < by

Por el axioma de completitud existen a = sup A, b =inf B y

[a,0] € ) In-

neN



