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Axiomas de Peano

» Axioma 1. Existe un elemento especial 0 € N.

» Axioma 2. Existe una funcién s : N — N, denominada
funcién sucesor. Escribimos s(n) = n™ (sucesor de n).

» Axioma 3. Para todon € N, n* # 0.
Axioma 4. s es inyectiva, i.e., sin™ = m™, entonces n = m.

» Axioma 5. (Induccién) Sea S C N tal que:
1.0€S. 2. SineS, entonces n™ € S. Entonces S = N.

v

Denotaremos por Nt =N\ {0}, 1 =0",2=1%",....
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Algunas consecuencias

» Para todo n € NT, existe un tnico m € N tal que n = m™.

» Es posible definir la suma como: dados n,m € N se define
m+0:=m, m+nt =(m+n)t.

Los axiomas implican que + : N x N — N es una operacién
binaria que es asociativa, 0 es el elemento neutro
(0 4+m = m) y esta es conmutatival.

» Sin,m,k € Nyn+k=m+k, entonces n = m.

ver primero que m* +n = (m+n)"
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Multiplicacién

» Dados n,m € N se define

+

m-0:=0, m-n" = (m-n)+m.

Los axiomas implican que - : N x N — N es una operacién
binaria que es asociativa, conmutativa y 1 es el elemento
neutro (m -1 =m).

» (Distributiva) Si n,m,k € N, m(n + k) = mn + mk.

» (No hay divisores de 0) Si mn = 0, entonces m =0 6 n = 0.
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Conmutativa y distributiva
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Decimos que m < n si existe k € N tal que n = m + k. Ademds
m<nsim<nym#n (n=m+k", para algiin k € N).

< es una relacién de orden en N (reflexiva, antisimétrica y
transitiva).

Teorema
(Tricotomia) Si m,n € N, exactamente una de las siguientes
afirmaciones es verdadera: m <n, m=n én < m.
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Orden y las operaciones

Sean n,m, k € N. Entonces
» Sim <n, entonces m+ k < n+ k.

» Sim < nyk#0, entonces mk < nk.
» Simk=mnky k #0, entonces m = n.
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El principio de induccién (PIM)

Teorema
Sea P(n) una proposicién definida para todo nimero natural n, tal
que:

» P(0) es verdadera.

» Siempre que P(n) sea verdadera, también lo es P(n + 1).

Entonces, P(n) es verdadera para todo nimero natural n.

La demostracién se sigue de aplicar el Axioma 5 al conjunto
S ={n € N: P(n) es verdadera}

para concluir que S = N.



S. Carrillo — Nimeros Naturales. Axiomas de Peano

El principio de buena ordenacién (PBO)

Teorema

Todo subconjunto no vacio S C N posee un minimo, es decir,
existe m € S, denotado por m = min S, tal que m < n, para todo
nes.

Si 0 € S terminamos. De lo contrario, sea
C={neN:{0,1,....,n} CN\ S}

Entonces 0 € C'y como C' # N, por el Axioma 5, existe ng € C
con ng+ 1 & C. Se sigue que ng+ 1 = min 5.

Corolario: Dado n € N, no existe m € N tal que n <m <n + 1.
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M3as induccidn

Notacién: N>, = {n € N:n > a}

» (Principio de Induccién Fuerte -PIF-) Si S C N>, satisface
que:
l.aeS.
2. Si ke Sparatodoa<k<n,entoncesn+1¢€S5.
Entonces S = N>,.
» (Principio de Induccién Il) Si S C N>, satisface que:
l.aeS.
2. Sine S, entoncesn+1€S.

Entonces S = N>,.



