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Propiedades de limites

Sean a = {ap fnen, b = {bn}nen € Q sucesiones de ndmeros
racionales. Entonces:

» lim a, = a es equivalente a que lim d(a,,a) =0.

n—-+4o0o n—-+o0o
» Si0<a, <b, paratodony lim b, =0, entonces
n—-+4o0o
lim a, =0.
n—-+oo
» Si lim a,=ay lim b, =b, entonces
n—4oo n—-+o0o

lim a, +b, =a+b.

n—-4o0o
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Sucesiones de Cauchy

Una sucesién a = {ay, }nen € Q se dice de Cauchy si: Para todo
€ >0, existe N € N, para todos n,m € N,

sim >n > N, entonces d(ay,an) = |a, — an| < €.

» Una sucesién convergente siempre es de Cauchy. En
particular, una sucesién constante es de Cauchy.

» Dados ¢, c1,c2,--- € {0,1,...,9} arbitrarios, entonces

_ a5
an—00+10+ +10n€Q

define una sucesién de Cauchy.
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Equivalencia de sucesiones

Sea Cq el conjunto de sucesiones de Cauchy con coeficientes en Q.
Decimos que dos sucesiones @ = {ay }nen, b = {by fnen € Cg son
equivalentes (a ~ b) si

lim a, — b, = 0.
n——+00

_1\n
Ejemplos: a,, = %,bn = MLH,C” = %,dn = 0 son todas

sucesiones equivalentes.

Proposicion
~ es una relacion de equivalencia sobre Cy.
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Un modelo para R

Un modelo para los niimeros reales estd dado por

R:=Cq/ ~ .

La idea intuitiva es que cada clase [a] representa al limite al que
deberia converge esta sucesion.

» (Suma) [a] + [b] = [a + b], donde a + b = {a,, + b, }nen.

» (Producto) [a] - [b] = [a - b], donde a - b = {a,, - by }nen-

» (Orden) [a] < [b] si existe N € N tal que b, — a, > 0, para
todon > N.
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Algunas propiedades

» R contiene a una copia de Q a través de la aplicacién
t:Q — R, u(r) = [r], r = {r}tpen
la sucesion constante. Esta aplicacion es inyectiva y preserva

operaciones y orden.

» [0] es el neutro para la sumay [1] es el neutro para el
producto. Ademds [a] ™! existe en Cg.

» (Cg,+,-, <) es un cuerpo ordenado completo.
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Cortaduras de Dedekind

Una cortadura (inferior) es un conjunto () # « C Q tal que
> Sip€eayqge Q satisface g < p, entonces ¢ € a.
> Sip€Ea,exister € atal que p <r.

LAl as s

AAAASS SRS S

TYYYYY

Propiedades: (1) Si p € o, q & «, entonces p < q.
(2) Sir ¢ ayr<s, entonces s & a.
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Ejemplos

» Sir e @Q, entonces r* := (—o0,r) N Q es una cortadura.
Ademds
t:Q =R, ur)y=r"

es inyectiva y preserva operaciones y orden que se definiran a
continuacién.
» También lo es

a={reQ:r> <2} U(-00,0)NQ,

que intuitivamente representa a /2.
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Orden y completitud

Este modelo plantea R como el conjunto de cortaduras de Q.
Definimos a < B si a C f5.

» (Tricotomia). Dadas dos cortaduras «, 3, siempre vale que
a<fB,a=p6p8<a.

» (Completitud) Dado A C R acotado superiormente, digamos
o < f3, para todo o € A. Sea

V:Uag@

Entonces vy € Ry v =sup A.
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Operaciones con cortaduras

Dados a, 5 € R, se define
a+pB:={r+s€Q:rea,secf}

(R, +) resulta ser un grupo abeliano con neutro 0* e inverso
—a={peQ:exister cQt,—p—r¢al.

Sia> 0%y [ > 0% se define
a-f:={r-s€eQ:rea,scfj}

Los demas casos se definen aplicando las leyes de los signos.



